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Analyse mathématique/Mfl//7e777afzctf/Analysis

Homogénéisation d'un problème à mémoire instantanée
dans un milieu très finement perforé

Samia CHALLAL

Résumé — On étudie l'homogénéisationd'un domaineperforé de petits trous occupé par un fluide
visqueux, compressible et barotrope. Le problème est de type élasticité à mémoire instantanée. Dans
le problème asymptolique un phénomène de mémoire longue apparaît. On traite explicitement le
cas des trous sphériques(de rayon ac <? s) répartis périodiquementdans tout le volume.

Homogenizationof instantaneous memory problem
in very finely perforated médium

Âbstract — We study the homogenization ofa perforated area with tiny holes in which lies a viscous
compressibleand barotropicfluid. The problem is of elasticily type with instantaneous memory. In the
asymptotic problem, a long memory phenomenon on appears. We study the case of spherical holes
{with radius at <£ s) periodically dislributedin the whole volume.

Âbridged English Version — We study the homogenization of viscoelastic équations in a
open set Q£ obtained as follows (see [2])

: let Q be a bounded open set with smooth boundary
in U"(n^.2). The set Q. is covered with a regular mesh of size 2e, each cell being a cube
] —8; +s[" which is perforated at its center by a tiny hole T' equal to azË1 where Bx is
the unit bail and ae is the hole's size. We obtain Q.z by removing from O ail the holes
7^, which do not eut die boundary d£l.

Let FeL2(0, +oo, (L2(Q))"). For each s>0 and T>0 there exists a unique solution of
die problem:

where ay(u) = c\ p0 8£/8khskh(u)+ (r)8y §H, + p(5ikSj7,+ Sl7l S,k))ekh(dujdt) and c0, p0, -q, a are
physical data such that: 77Ti+2pa>0 with 0<a<l, p>0 and po>0.

The Hilbert space Wc[Hj(Q£)] is defmed by (see [5]):

and the operator C by:

The extension UE by 0 in Q\£\ of the displacement Uc, is bounded in Wc [HQ (O)] when

s goes to 0. In order to pass to the limit in (PE) with the energy method (as in [4]) we
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make theoretical assumptions (see [1], [4]) which lead to the following choice for #£ :

Then we prove (see [3] for détails).

THEOREM. — Let UE be the solution of (PE). Then UE converges weakly to U in

WC[H0(Û)] where U is the unique solution of (P):

where G = L 1 (Al), L is the Laplace transform and M is a symmetric positive matrix.

1. POSITION DU PROBLÈME. - Soit Q un ouvert borné de U" (n =2), de classe C1 par
morceaux. Soient s un paramètre destiné à tendre vers 0 et (T')1<V<„(E) une suite de
fermés disjoints (les trous) à frontières suffisammentrégulières pour que l'ouvert Oc défini

»(c)

par QE= Q— U T,, soit de classe C1 par morceaux. On considère le problème suivant
v=l

(cf. [6]) : trouver UE (x, t) (déplacementdu fluide) tel que:

où FeL2(0, + co, (L2(Q))"), c0 est la vitesse du son, p0 la masse volumique du fluide, ri
et p sont les coefficients de viscosité et satisfont à : 77 r\ + 2 pa > 0 avec 0<o:<l et u>0.
Les contraintes sont données par :

°"u O) = co Po 8y 5W, sw, (u) + (ii50.5W,+ p (ôtt ô;„ + 5l7, bJk))eu, (du/dt).

Une formulation faible associée à (1) (cf. [5]) est :
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L'espace de Hilbert WC[H0(HE)] est défini par (cf. [5]) :

WC[HJ(Q£)]

où C est donné par :

Par passage à la transformée de Laplace dans la formulation faible [u = L (U) désignera
la transformée de Laplace de Û], on obtient :

On déduit une estimation a priori puis l'existence d'une sous-suite notée encore (w£)£>0

telle que ûE^-u dans [HQ(Q)]" faible. Le symbole T désigne l'opérateur de prolongement

par 0 dans Q—Q£ qui opère de Hj (Q£) dans Hj (Q).

2. CADRE ABSTRAITET THÉORÈMEDE CONVERGENCE. — On veut trouver le problème limite
vérifié par u et le problème correspondant en temps. Une adaptation des travaux de
D. Cioranescu et F. Murât (cf. [A]) à notre cas, nous conduit à introduire le cadre
abstrait d'hypothèses suivantes :

Hypothèses (H1)-(H6). - On suppose que les trous sont tels qu'il existe des fonctions
a>l et uk telles que pour tout ke { 1,

. . .,
77}, on a :

(Hl) cûletHW;
(H2) (oek= 0 sur les trous (T^ <f\ ;

(H3) cûfc-^et dans [H1 (Q)]" faible où ek est le k-ième vecteur de base de U";

(H4) p^rW-1'»^)]";
(H5) V(vs),v vérifiant:

et pour tout cp e î> (Q), on a :

(H6) Il existe une distribution Ge D'QO, + 00[, W" *• °° (O)]"2) telle que :

où M(/l) désigne la matrice définie par ses colonnes (ufc)J!=1.

Remarque 1. — La matrice M(k) est symétrique et Re<(M(p, cp)H-1(fi) ^(01= 0= pour
toutq>6[35(£2)r(c/.[3]).

Remarque 2. — On a quasi-unicité des fonctions co£ et ak. En effet si (co|, pk)"-=1 et
(cùk, LLfc)ÎJ=j sont deux groupes de fonctions vérifiant (H1)-(H5) pour une même suite de

trous alors on montre que : i4 = ufc dans Q. et s(oe| —
ofk) -> 0 dans Lf0C(Q) fort (voir [3]).

THÉORÈME 1. — Sous les hypothèses (H1)-(H6), on a :
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La distribution U est l'unique solution du problème :

Remarque 3. - Notons que le théorème 1 est vérifié dès que (H1)-(H6) sont vérifiés
sans aucune autre hypothèse sur la distribution ou la forme des trous dans le domaine.
Comme exemple d'application, on étudiera le cas des trous sphériques répartis pério-
diquement dans tout le volume. Ces hypothèses imposeront alors une taille critique des
trous (voir [4]).

Remarque A. — Initialement le problème était du type élasticité à mémoire instantanée.
Après homogénéisation le problème limite est d'élasticité à mémoire longue.

Démonstration. - Les hypothèses abstraites (H1)-(H5)permettent le passage à la limite
dans la formulation variationnelle de (3) par la méthode de l'énergie (cf. [4]). L'hypothèse
(H6) nous permet de retrouver le problème en temps. Pour les détails, voir [3].

3. APPLICATION. - Maintenant, on va considérer le cas des petits trous sphériques
répartis périodiquement dans tout le domaine. On montre que les hypothèses (H1)-(H6)
sont satisfaites et on explicite les ak.

Soit Bx la boule ouverte de centre l'origine et de rayon 1 dans W. On'couvre a d'un
maillage régulier de taille 2 s. Chaque cellule est un cube P* identique à (—s, +e)n. Au
centre de chaque P' inclus dans Q est centré un trou sphérique T*, l'homothétique de
rapport ac de la boule fermée Bx. La taille ae est donnée par :

a£=C0en/"~2 pour 77^3;
<7E=e-c°/£ pour 77= 2 avec C0>0. On ne considère que les trous Tev dont la distanc à <3Q

» (e)

est de l'ordre de grandeur de s. On pose Q£=Q- H T* et K4=PV\(T$U Q où C* est
v=l

la boule ouverte de centre le centre de P^ et de rayon s.
(i) Calcul explicite des (ock. - On définit les fonctions ((aDlikè„ sur l'ouvert Q par :

— Pour tout P* tel que P* coupe da, on prend :

— Pour tout P* entièrement inclus dans Q, on prend :
cû^eH1 (P^,) et vérifie

On calcule Gfk dans C'. On prend comme origine de l'espace le centre de T*. On note
(ek)l=l une base orthonorméede U". On désigne par (xk)k=1 les coordonnées d'un point

/ " y/2
dans cette base, par r = £ xf I la coordonnée radiale et par er le vecteur unitaire

radial. On cherche alors (tf. dans Q sous la forme [1] :

ou/ et g sont aes ioncuons régulières.
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On trouve : si /Ï _t 3,

et lim o(l)=0; si 72=2,
e->0

(ii) Calcul explicite des uk. - On va démontrer le théorème suivant :

THÉORÈME 2. — Les hypothèses (H1)-(H6) sont vérifiées avec :

où S„ est l'aire de la sphère unité de W.

Démonstration. — Les hypothèses (Hl) et (H2) sont vérifiées par construction. Pour
vérifier (H3), on établit les estimations locales suivantes :

où c est une constante indépendante de 8 (cf. [Vf).

En utilisant le fait que le nombre de pavés inclus dans Q est 77 (s) = ( | Q |/(2 s)") [1 + o (1)]

où | Q | est la mesure de a, on obtient les estimations dans tout le domaine.
Enfin, on montre que :

où evr est le vecteur radial dans P* et r est la coordonnée radiale dans P*. La distribution
8' (resp. 8TE) est la masse unité portée par la sphère dC\, f) dK^ (resp. 3T*).

Ona (yj,»)= 0, pour tout »e[Hj(Q)]n tel que v = 0 sur T*, ï ^V^7Î(S). Donc pour
vérifier (H5) il suffit de montrer qu'il existe pie[W_1'a>(Q)]" tel que u|->u-t dans
[H-^QJffort.
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On explicite les uk. On trouve pour 77_ 3 :

pour 77= 2 :

On déduit alors (H5) en utilisant les convergences ci-dessous (cf. [1]) :

L'hypothèse (H6) est ttivialement vérifiée car chaque pfc.e,- est une fraction de X.

Remarque 5. — En adaptant les travaux de [4] et [1] à notre cas, on peut vérifier ces
hypothèses dans le cas d'une répartition périodique des trous de forme quelconque dans
tout le volume ou sur un hyperplan traversant Q. Pour plus de détails, voir [3].

Note remise le 8 février 1993, acceptée après révision le 11 mai 1993.
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